
Diagonalisation de matrices symétriques

Dé�nitions

Une matrice Q P Mn�n est orthogonale si QTQ � In.

Une matrice A P Mn�n est symétrique si AT � A.

Théorème spectral

Une matrice A P Mn�n est symétrique si et seulement si elle est diagonalisable en base

orthonormale, c'est à dire qu'on peut écrire

A � PDPT , avec D P Mn�n diagonale, P P Mn�n orthogonale.

De plus, les valeurs propres de A sont réelles. Pour chaque valeurs propre, la dimension

algébrique et la dimension géométrique sont égales.



Décomposition en valeurs singulières

Dé�nition

Les valeurs singulières de A P Mm�n sont dé�nies par σi
def� ?

λi � ||Av⃗i || où λi sont les

valeurs propres (toujours positives) de ATA et v⃗i est un vecteur propre unitaire de ATA associé

à λi .

Théorème

Une matrice A P Mm�n de rang k peut toujours s'écrire A � UΣV T avec

Σ P Mm�n diagonale par blocs ;

V P Mn�n orthogonale ;

U P Mm�m orthogonale.



Décomposition en valeurs singulières

Σ P Mm�n est la matrice des valeurs singulières de A :
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où σi sont les valeurs singulières non-nulles de A.
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P Mn�n est la matrice orthogonale des vecteurs propres de ATA, classées

selon l'ordre décroissant de ses valeurs propres.
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P Mm�m est la matrice orthogonale de l'image des

vecteurs propres de ATA, complétée, si nécessaire (quand k   m), en une base de Rm par des

vecteurs unitaires.


