Diagonalisation de matrices symétriques

Définitions

Une matrice Q € M, , est orthogonale si Q" Q = /,.

Une matrice A € M, est symétrique si A7 = A.

Théoréme spectral
Une matrice A€ M, , est symétrique si et seulement si elle est diagonalisable en base

orthonormale, c'est a dire qu'on peut écrire

A= PDPT, avec De M,y, diagonale, P € M, , orthogonale.

\,

De plus, les valeurs propres de A sont réelles. Pour chaque valeurs propre, la dimension

algébrique et la dimension géométrique sont égales.




Décomposition en valeurs singuliéres

Définition

. . o def S~
Les valeurs singuliéres de A € My, sont définies par o; = Ai = [|AV|| ot A; sont les
valeurs propres (toujours positives) de AT A et v est un vecteur propre unitaire de AT A associé
a\.

Théoréme

Une matrice A € M, de rang k peut toujours s'écrire A= ULV T avec
@ Y € M,,x, diagonale par blocs;

e V e M,, orthogonale;

e Ue€e M« orthogonale.

\,




Décomposition en valeurs singuliéres

Y € My, est la matrice des valeurs singuliéres de A :

01 0

D 0
Zz(o 0>€men, avec D = , o1 =--=0,>0,
O Ok

ol o; sont les valeurs singuliéres non-nulles de A.

V = (\7’1 \7,,) € M,y , est la matrice orthogonale des vecteurs propres de AT A, classées

selon I'ordre décroissant de ses valeurs propres.

U= (A\71 A v/ T P R Jm) € M,,xm est la matrice orthogonale de I'image des
vecteurs propres de AT A, complétée, si nécessaire (quand k < m), en une base de R™ par des

vecteurs unitaires.




